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1 Kurven und Kurvenintegrale

1.1 Wege und Kurven im R"

Definition 1.1:
Sei v : [a,b] — B" eine stetige Abbildung.

(i) Die Abbildung v heifit Weg im R,
(ii) Der Wertebereich des Weges v wird eine Kurve genannt.

(iii) r(a) heifit Anfangspunkt und »{b) Endpunkt der Kurve,

Definition 1.2:
Sei r: [a, b] — R" ein Weg.

(i) Gilt r(fy) = r(ta) fiir ¢; # #3, 50 heifit der Punkt @ Doppelpunkt. Ein Weg ohne
Doppelpunkte in [a,b) heifit doppelpunktfrei oder einfach, Die zugehérige Kurve
wird Jordankurve genannt.

(ii) Gilt r(a) = (b}, so heibt der Weg geschlossen.

(iii) Eine geschlossene Jordankurve wird von einem geschlossenen doppelpunktfreien
Weg erzeugt.

Definition 1.3:
Sei 7 : [a,b] =+ R" ein Weg.

(i) Ein Weg r heifit stetig differenzierbar, wenn der Tangentenvektor auf [a, b] existiert
dw(h)

und stetig ist. Fiir einen geschlossenen Weg mufl zusiitzlich % = —= gelten,

(ii) Ein Weg r heiBit glatt, wenn er stetig differenzierbar ist und sein Tangentenvektor
fiir kein ¢ € [a, b] verschwindet. Eine Kurve heifit glatt, wenn sie von einem glatten
Weg erzeugt wird.

Definition 1.4:
Sei v [a, b — R ein Weg.

(i) Ein Weg r heifit stiickweise stetig differenzierbar, wenn er Summe endlich vieler
stetig differenzierbarer Weee »; ist.

(ii) Ein Weg r heifit stiickweise glatt, wenn er Summe endlich vieler glatter Wege r;
ist.

(iii) Eine Kurve heifit stiickweise stetig differenzierbar baw. glatt, wenn sie von einem
stiickweise stetigen bzw. glatten Weg erzeugt wird.
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1.2 Bogenlange

Definition 1.5:
Sei 7 : [a,b] =+ R" ein Weg,

(i) Die Bogenlinge von r ist definiert durch L{r) = sup Lz(r).
(ii) Ein Weg heifit rektifizierbar, wenn seine Bogenlinge endlich ist.
(iii) Die Bogenliinge einer Kurve ist gleich der Bogenlinge des sic erzeugenden Weges.

Satz 1.1:
Jeder stetig differenzierbare Weg ist rektifizierbar.

Satz 1.2:
Fiir Bogenliinge eines stetig differenzierbaren Wepges gilt:
b d’
e
Lir)= [ |—|dt
(r) f 5 dt
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1. Kurven (Ubung 1)
(a) Gegeben sei die Kurve K mit der Parameterdarstellung

T=sin2nt, y=coslnt, z=2A -4 t € (0,2].

Man untersuche, ob K eine Jordankurve ist. Ist K geschlossen?
{Ergebnis; Doppelpunkte fiir f = % und ¢ = %}

{b) Man stelle den Halkreis mit Radins r als Graph einer Funktion dar und
berechne daraus die natiirliche Parameterdarstellung.

(Ergebnis: r(t) = (t, VT — 12), ra(s) = (—rcos 2, rsin £).)
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4. Bogenlinge (Ubung 1)

Man bestimme jeweils den Tangenteneinheitsvektor und die Bogenlinge der Kur-

ven, gegeben durch die unten stendenden Parameterdarstellungen. Sind die Kur-

ven glatt?

(a) z =1,y =f2! z2= %]LJ'I te [ﬂ..l]
(Ergebnis: £.)

(b) a=t— 3% y=13 z=t+3t% t[0,1].
(Ergebnis: %.}

{¢) ©=cosht, y =sinht, 2=1¢,¢ € [0,1].
(Ergebnis: +2sinhb.)
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1.4 Kurvenintegrale

Definition 1.10 (Kurvenintegrale):
Das Kurvenintegral eines Skalarfeldes ist definiert durch

L

b
cf w(@hds = [ ptr(s)is = f or() |—~ .

1]
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Aulydoe 1.

Berechnen Sie die Gradientenfelder der folgenden Skalarfelder:

a) ¢lx,y,z)=Vx*+y’+2*, D=R’
] L TR P
X, . 2)= . D=R’\0|
) ¢{ 4 ;ch+;;.f2+z2

c) ¢{x.y}=(l+%

x, D=[(x,y)|x*+y*=1
X +y
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